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1 Uvod

1.1 Literatura

e Babusikova, Slodicka, Weisz - Numerické metody

e Mila - Numerické metody algebry

e Prikryl - Numerické metody matematickej analyzy

e Elden, Wittmeyer-Koch - Numerical Analysis: An Introduction
e Demidovi¢ - Zaklady numerickej matematiky

o Vilasek - Numerické metody

1.2 Chyby

e neodstranitelna nepresnost - z modelu
e chyby metody - napr. z useknutia nejakého rozvoja

e numerické chyby - zo zaokrtuhlenia

1.3 Numericka stabilita

,Uloha, algoritmus, metoda, rieSenie st stabilné, ak st dobre podmie-
nené, tj. mélo citlivé na poruchy v tdajoch a numericky stabilné tj. malo
citlivé na vplyv zaokruhlovacich chyb. Numericka realizicia algoritmu musi
byt numericky stabilna”.

Priklad. Systém rovnic
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mé rieSenie 1 = 1,29 = 1. Systém

2x1 + 6x9 = 8
2x1 4+ 5.999999x5 8.000001

ma rieSenie x1 = 7,x9 = —1.

1.4 Reprezentacia ¢isiel v pocitaci
Majme mnozinu pocitacovych ¢isiel M(q,t, L,U), kde:
e ¢ — velkost stustavy (binarna, desiatkova, ...)
e t = pocet Cislic v mantise
e [ = doln4 hranica exponentu
e U = horna hranica exponentu

Potom mame 2(q — 1)¢'~'(U — L + 1) + 1 zobraziteInych réznych &isiel.
Napr. pre poéitaé M (2,2, —1,2) mame najvicsie kladné ¢islo 1.115 x 22
a najmensie kladné ¢islo 1.00 x 271,

Obr. 1: Kladné ¢isla zobrazitelné poc¢itacom M (2,2, —1,2)
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Neplati asociativny zékon. Priklad (t = 3).

(728 — 728) +0.01 = 0.01
728 + (=728 40.01) = 0

1.5 Chyba pri séitani a odéitani

Majme x1,z9 > 0, a ich aproximécie x1 ~ Z1, X2 ~ T2. Potom ako absolatne
chyby oznacujeme Ay = 1 — 1, A9 = x9 & xo. Absolutna chyba suctu je
potom

‘8—5‘ < ‘1'1 —.’fl‘—i-‘xQ—J_}Q’ = Ay + As.

Relativna chyba sactu je

A A A A
< e = e Rel(z1) + Rel(z2).
r1+s wa+s T x| |zl

s§— S

s
Pozor na relativnu chybu pri ¢islach s podobnou absoltitnou hodnotou —

A1+ Ag

Rel(xy + x2) = P

\)



— menovatel zlomku moZe byt velmi maly a relativna chyba vyrazne narastie.
Priklad. Majme z; = 0.996,71 = 1.00,z9 = —0.994, 29 = —0.99. Re-
lativne chyby aproximacii s malé, ale relativna chyba suctu je velka:

Rel(z) = |28 = |2 < 0005 = 0.5%
Rel(z;) = |==% = |51 < 0005 = 0.5%
Rel(T1 + T2) Lite) = 0B = 4 = 400%.

2 Diferenc¢ny pocet

2.1 Diferencia

e nech je dané h > 0 a ¢ € R, nech f je definovana v bodoch ¢ a ¢+ h.
Potom rozdiel Af(c) = f(c+h) — f(c) je diferencia funkcie f v bode
¢, ¢islo h nazveme diferenénym krokom.

e nech existuje Af(z) pre vetky x € m C R, pri konstantnom difer-
encnom kroku h. Potom rozdiely Af(z) = f(x + h) — f(x)Vx € m
definuja funkciu, ktort nazyvame diferenciou funkcie f na mnozine

m.

Nech h je dif. krok, z € m a Af(z) = g(x). Potom:

Alkf(z)) = EkAf(z) (1)
A(fi(z) £ fo(z)) = Afi(z) £ Afa(a) (2)
A(fi(z) - f2(z)) = (Af@)f2(2) + fi(z)Afa(z)+ (3)

+Afi(x)Afa(x)

A*(f(x)) = flz+2h)=2f(z+h)+ f(z) (4)

k
k) = e () s @ 6
=0 J
Argy = krge_y (6)
Ad® = o —a® =a%(d" - 1) (7)
A~lg(z) = ATIAF(2) + e(z), kde c() je taka, Ze (8)
Ac(z)=clx+1)—c(z)=0
b
dogla) = fb+h) - fla) =@ (9)

2.2 Diferen¢éné rovnice

V diferen¢nych rovniciach je okrem argumentu a funkcie aj diferencia funkcie.

F(n, Y, AYn, A%Yn, ..., APY,) =0 (10)



Linedrna rekurentné rovnica p-teho rddu méa vSeobecny tvar

Yn+p = bpfl,nerynerfl + bp72,n+pyn+p72 +...+ bO,n+pyn + ap+p, (11>

kde b; p4p st dané éisla, pricom bg 4, # 0. Ak a,yp, = 0, potom je relacia
homogénna. Ak b; 1, nezavisia od n, mézme ich pisat ako b; a relacia ma
konstantné koeficienty.

2.3 Linearne rekurentné relacie 1. radu

Linedrne rekurentné relacie 1. rddu maja tvar
Un = bpyn—1+an, neZ. (12)
Veta. Nech b, # 0 pre n € Z, nech ¢ € C,ng € Z. Potom postupnost

n

o= |+ Hb (13)

b .
o Jj=no+1 Hz no Z i=no

splha
Yn =  bpyn—1+an, n>ng, (14)
Yng = C.
Dokaz. MI na n. Pre n = ng triviadlne plati. Nech tvrdenie plati pre n,
dokézeme, Ze plati aj pre n + 1:

Yntl = bnr1yn + ant1

n

n
C a;
R 7j IT b+ anta
no j=no+1 Hz =ng i 1=ny

n+1

n
j=no+1 Hz:no i | i=ng

C i a a ntl

J n+1
- b + =S | | bi
0 ] n0+1 ]._[7, no Z Hi:no ) i:no

n+1 n+1

= |+ I] v

7o j=no+1 Hz no i i=no

2.4 Linearne rekurentné homogénne relacie 2. radu

Linearne rekurentné homogénne relacie 2. radu maja tvar

Ynt2 + 01Yns1 + b2y, =0, n€Z. (15)



RieSenia hladdme v tvare y, = 2",z # 0 (je to podpriestor dimenzie dva).
Hlad4ame také z, aby platilo

22 b 2T L by2™ =0, t. 2" (2% + b1z 4 by) = 0. (16)

To plati, len ak je vyraz 22 + biz + by rovny nule — tento vyraz nazy-
vame charakteristickd rovnica — mé ten isty stupein a tie isté koeficienty
ako povodna diferencné rovnica. Rozlisujeme tri pripady rieSenia charakter-
istickej rovnice:

1. Ak ma charakteristickd rovnica dva rozne korene zi, z2, potom {27},
{#4} st dve rieSenia diferencnej rovnice. Pritom

+1/b2 — by — by a7
5 .

21,2 =
Vs&eobecné rieSenie diferen¢nej rovnice ma potom tvar
n n
Yn = C12] + C223, (18)

kde sa konkrétne hodnoty ¢, ¢co urdia podla zaciatoénych podmienok.

Postupnosti {z]'}, {5} st linearne nezavislé. Dokaz. Nech st linearne
zavislé, tj. c12] +co2y = 0, pricom ¢; # 0V cp # 0Vn. Spravme ststavu

27 2y cty (0
() w

Ak m4a mat homogénna sustava netrividlne rieSenie, musi byt determi-
nant sistavy rovny nule pre kazdé n.

2z
n+1 Zn+1

; DLl — 2l (29— 21) =0 (20)
1 2

— n
= 2129

To je v8ak spor: z'z5 # 0 pretoZe rieSenie je netrividlne a z; — 22 # 0
pretoze rieSenia si rdzne.

2. Ak ma charakteristickd rovnica jeden dvojnasobny koreni z", potom
prvé rieSenie je postupnost {z"} a druhé rieSenie postupnost {nz"}
alebo {nz""1}. Zoberme si dvojicu {2"} a {nz"}. Determinant ststavy
je

z" nz"

(1)t | T (n+1)22 ! — 2l =

Z2n+1 + nz2"+1 _ n22n+1 — 22n+1 ?é 0 VTL,

(21)

takze rieSenia st linearne nezavislé (podobne pre druha dvojicu). Dalej
ukazeme, Ze ak {z"} je rieSenim, tak aj {nz"} je rieSenim:



Ynt2 + 01Ynt1 + b2y, = 0

Yo = nz"
Yn+1 = (TL + 1)Zn+1
Yoz = (n+2)2"72

KedZe z je dvojnasobny koren charakteristickej rovnice, tak je aj koren
jej derivacie (tj. 2z 4+ b1). Potom plati

=nz"(2% + biz 4+ bg) + 2" (22 + b1) =0

Vseobecné rieSenie méa potom tvar y, = cpz" + c1nz" = (co + c1n)z",
¢o je vlastne polyném stupiia o jedno menej krat koren na n-ta.

3. Ak ma charakteristickd rovnica komplexne zdruzené korene z; = a +
ib,zg = a —ib,z12 = |z|cosp L ising, (0 < ¢ < m), tak vSeobecné
rieSenie ma tvar

yn = c1]z]"(cosp +isinp)” + c2|z|"(cosp —isinp)"”
= c1)|2]"(cosny + isinng) + c2|z|" (cos ng — isinnep)
= (1 +c2)|z|" cosn ¢+ |z|"(ic1 —icg) sinng

= ki|z|" cosn ¢ + ka|z|" sinngp,

kde k1 = ¢1 + ¢, kg = ic1 — ico.

Veta. Nech by,b2, A, B € R,ng # ny1 € Z,yn, = A,yn, = B. Potom existuje
prave jedno rieSenie rovnice

Ynt2 +01yni1 + b2y, =0, ne€Z.
2.5 Linearne rekurentné nehomogénne relacie 2. radu
Linearne rekurentné nehomogénne relécie 2. radu maji vSeobecny tvar
Yn+2 + D1Ynt1 + boyn = an, n€Z. (23)

Veta. Princip superpozicie. Nech V je nejakd postupnost, ktora je rieSenim
(23). Potom kazda postupnost Y, ktora je rieSenie (23) sa da zapisat ako Y =
U + V kde U je riesenie (15). Naopak, nech V je riesenie (23) a U je rieSenie
(15), potom Y = U + V je rieSenie (23).



TakZze postupuje sa tak, Ze sa najde vSeobecné rieSenie homogénnej rov-
nice, jedno partikulérne rieSenie nehomogennej a z toho sa zostavi vSeobecné
rieSenie nehomogénnej rovnice.

Vire + 01Virn + 02V, = ay
Yoo +01Ynp1 +02Y, = a,
(Yot2 = Vai2) +01(Yop1 = V1) +02(Yn = V) = 0
Un = Yn - Vn
Ak a, je polynoém, rieSenie hladame v tvare polynému, ak je a, = cq",

rieSenie hladame v tvare y, = dq".

3 Pocitanie hodnét standardnych funkcii

3.1 Transformacia argumentu

e nepresnd, takZe ju treba robit v dvojnasobnej presnosti

3.2 CORDIC algoritmus

Slazi na vypocet trigonometrickych funkeii dost rychlo a dost presne. Chceme
Asinfip - 19-23
sin Bo 2 !

napr.
e velké x transformujeme s dvojitou presnostou do intervalu (0, 5)
e na (0, 5) pre malé 3 aproximujeme sin 3 =
e inak pouzijeme CORDIC

Pre aké malé B staci sin 8 = 37

R

sing = B—§+--~
A'sin By < g:?_gz<12_t
sin By g6 2

B=m27¢ = pP=mP27<4.27%

pg* 4.27% 2,00 14 2 _ Byt
5 < 5 = 52 < 52 = 2 < 12
—26<log2§—t = e>—1 <log23—t>
- 4 - 2 4
1 . 1 1

Takze ak e > %(t + 1) pouzijeme sin 8 = 3, ak e € (0; %(t + 1)) pouzijeme
CORDIC s transforméaciou v 2t bitoch.



4 Hrladanie korenov nelinearnych rovnic f(z) =0

4.1 Metoda prostej iteracie

4.2 Newtonova metoda

i =+ 0
Chyba:
4.3 Metoda regula falsi
Fa)f(b) <0 -
s= o IO

ak  f(a)f(s) <0 tak b:=s
ak  f(s)f(b) <0 tak a:=s

4.4 Metodda tetiv

Tp — Tp—-1

Tpy1 = Tp — f(xn)

f(zn) = f(2n-1)
4.5 Viacrozmerny Newtonov algoritmus

—1 N
1) — 2(k) _ [ J(g;,»(k))] F@®)y
5 Vypocet VA
A=1.b1by... b x 2¢.a = ciep.dids ... di_1,1 <a <4

@0+ )
€T = —\X _—
n+1 9 n T,

(29)

(30)

c1cg.didy st ulozené v tabulke a podla nich sa zacina iterovat, stacia tri

iteracie.

6 RieSenie ststav linearnych rovnic

Nenulovy vektor & je vlastny vektor nxn matice A, ak existuje \ tak, ze Ax =
AZ. Cislo A je vlastné ¢islo matice. Rovnica (A — AI)Z = 0 mé netrivialne



all — Ao A1n
rieSenie len ak |[A—\I| =

an1 e Qpp — A
norma matice st

n
Al = m?XZ\aij\
j=1

n
1Alls = m?XZ |ai;]
i=1

Pre zodpovedajice si normy plati

= 0. Riadkova a stlpcova

1Az < ||4]- |2
IAB|| < [|A]l-]|B|
142|| < 4] |4l = [|A]]

Riesme AZ = b. Iteracie maji vSeobecny tvar

gD = 0. ) 4 g

6.1 Metoda postupnych aproximacii

cC = (I-A4A
g =%
6.2 Jacobiho metoda
A = L+D+U
C = —-DYL+U)
g = D'

6.3 Gaussova-Seidelova metoda

A = L+D+U
C = —(L+D)'U
g = (L+D)'b
(k1) 1 (kD
+1 o ) . +1
x, = b; — Zla”;vj +
]:

j=it+1

(31)

(32)

w
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7 Aproximacie funkcii

7.1 Interpolacia polynémom

Méame postupnosti {x;}" o, {f(xi)}I,, chceme taky p(x) € P, aby p(z;) =
f(xi)Vi.

7.2 Lagrangeov interpola¢ny polynom

p) = D i) f(x;) (49)
§=0

ha) = I —= (50)
i=0,ij I '

Nevyhoda: pri pridani nového uzla treba znova prepocitavat koeficienty.

7.3 Newtonov interpola¢ny polyném

n i—1
p(x) = > a]]@—a) (51)
=0 j=0
o) = [~ s @) + a0 @) 62)
CORA(%)
Cn = %:f[x()al‘lw'wxn]: (53)
Flore ) = floo, .. w0]

- (54)

Tpn — X0

ds,kfl_dsfl,kfl

Koeficienty sa rataji dynamickym programovanim d,j; = a——

Poddiarknuté hodnoty si koeficienty Newtonovho polynému.

zi | f(x)

zo | f(xo)

x1 | flx1)  flwo, 1]

zo | f(x2) flvr,m2]  flwo, 21,29

x3 | flzs) floa, 23] flzr,ze,23]  flwo, o1, 22, 23]

7.4 Chyba interpola¢ného polynému

n

H(m — ;)

=0

Mn+1
(n+1)!

max |f(z) — p(x)| <

L Mgy = max |0 (a)]
z€(a,b)

10



7.5 Cebyseove interpola¢né polynémy

Tie st najpresnejsie

To(z) = 1 (56)
Ti(z) = = (57)
Toyi(x) = 22T,(x) — Th—1(x) = cos (narccosx) (58)

Spomedzi vSetkych polynémov n-tého stupia sa prave éebyéevove normali-
zované polynomy na (a,b) najmenej odchyluju od nuly:

max |pp(Z)| 2> max
z€(a,b) |pn( )| T xe(ab)

T (@) = (b= a) - 21727 (59)

7.6 ZovSeobecneny Newtonov interpola¢ny polyném pre vi-
acnasobné uzly

| f(u;) = Fig
Uy = Tg Foo
U] = a1 Fio Fiy
Uz = X Fao Fy Fo
uz = T3 F3o F31 F3  F33

F =
5.k R (60)
s,k = k! (61)

7.7 Splajny

Na intervale (a,b) = (a = 20 < z1 < ... < 1z, = b) mame hodnoty f(z;),
chceme po Gastiach interpolovat polynémami nizSieho stupna.

Sif) = f(wi) + L) = S@) (62)

LTi+1 — T4

Plati, Ze ak f(x) € C*(a,b) tak Vo € {(a,b ) : |S(z) — f(z)| < ch?, kde
h = max(zjt1 — x;)

11



7.7.1 Linearne splajny

Z Li(z) f () (63)

T pre zo<w<m

l = T1—T0 64
o(®) 0 pre x1<x<ux, (64)
0 pre xo <z < T
T—T;—1

L(z) = ez, Pre w1 <x < (65)
? Ti41— .
m pre  x; < < X4

pre o< x <1

pre xo < < Tpoq

7.7.2 Kubické splajny

hi = i1 — (67)
SI(z) = M“ZJ + MM% (68)
i - gy @ =)’ @—z)2?
Si@) = M M 4 A (69)
, _ ,($i+1 - 37)3 (z — xz)g ) ) )
Si(x) = MziGhi + M4 on + Aij(x —x;) + B; (70)
it1) = f(@i) i
Ai(z) = fe H)h, U o Mi1 — M) (71)
h2

Koeficienty M; vypocitame ststavou rovnic z podmienky spojitosti prvych
derivacii S!_;(z;) = Si(x;). V tomto mam este gulas.

7.8 Metdéda najmensich stvorcov

Mame spojita f(x) a chceme f(z) =~ f,(x) tak, aby ffw(:z:) [f(x) — fa(2)]?
bol minimalny (spomedzi vSetkych polynémov nanajvys n-tého stupia).
Skalarny sucin dvoch funkeii je (f, g) = f;w(x)f(x)g(x)dx.

12



7.9 Diskrétna metéda najmensich Stvorcov

8 Vyber empirického vzorca

9 Numericki kvadratira - vypocet integralu fcie

n

b
/ w(@)f(@)ds = S H f(z5) + en(f) (73)

j=0
Ak pozname uzly z;, chceme to presné pre polynémy az do n-tého stupiia,

ak nepozname, tak do 2n — 1 stupiia. h = b*Ta.

9.1 Newtonova-Cotesova kvadratira

9.2 Simpsonovo pravidlo

a+b
2

[ =3 7@+ a5

. )+ 10)| - 510 )

9.3 ZloZené lichobeznikové pravidlo

-1

b —a X e X —a
IRCEE— [f 0l 3 fay) + L) ] St )

2 ,
7=1

9.4 ZloZené Simpsonovo pravidlo

b—a
h= G
b h m—1 m—1 b—a
/ f@)de = 3 | (o) +4 Y flazn) +2 Y7 flazy) + flwam) | =g h )
a j=0 7j=1
(76)
9.5 Gaussove kvadratiry, Hermitova interpolacia
9.5.1 Gaussov-Legendreov kvadratirny vzorec
1 n
IRCEE 3 Hy1(0) + i 20 (77)
9.5.2 Gaussov-Hermitov kvadratirny vzorec
0o 2 n
/ e f(x)dx:Zij(xj)+enf (78)

=1

13



9.5.3 Gaussov-Lagerov kvadratarny vzorec

Jy e

9.5.4 Gaussov-Cebyseovov

/ R AC)
1 V1 — 22

dx—ZHfac] +enf

7=0

kvadratirny vzorec

= Hjf(z;) +enf = %Zf(fj) + en(f)
j=1 J=1

10 Numericka derivacia

Funkciu f/(z9) = limp_

f(ﬂf0+h) f(zo)

aproximujeme

f(@o+h) — f(o)

h
f(xo) = flzo+ 1)
h

f(xo —h)
2h

(af() + h)

C1 h
C2 h2

IN A

10.1 Richardsonova extrapolacia

(80)

Ked sme na hranici poc¢itacovej presnosti, tak chyba aproximécie derivacie
narasta (pretoze je prili§ velkd chyba zo zaokrthlenia). TakZe sa snaZzime

najst optiméalnu hodnotu kroku tak, aby neboli chyby prilis velké.

() = f
T(h) = f

Tix =

p je hlavny ¢len chyby, pre Do,

Tip—1 +

(20) + b1h? + bah* +

(z0) + bih% + O(hY)

Tig—1— Ti—1 k-1
(2r)k —1

D_ je 1, pre Dy je 2.

p=2| Do(h) k=1 k=2 k=3 k=4
% Too
3 Tho T
7 To Ty Too
7 T30 T3 T3 T33
o Tyo Tn Tho Tys Ty
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